5.1

Lembrete 5.0.1 — Teste de razdo. Seja uma série ) -, x,, com x,, > 0 para todos n > p, e

. Xntl
lim
n—ee X,
1) Se 0 <L <1, série converge.
2) Se L > 1, série diverge.

= L. Entio:

Teste de raiz

Sejat > 0. Lembre que Y ,-_, #" converge quando ¢t = /x, < 1, por outro lado } -, " diverge para
t = y/x, > 1. Temos a generaliza¢do desse fato:

Teorema 5.1.1 Seja uma série ), x, tal que, x, > O paran > pe ILIII /X, = L, entdo
n—oo
1) Se0< L < 1,série ), x, converge.
2) Se L > 1 (ou o), série Y, x, diverge.
3) Se L =1, ndo podemos concluir nada.

Demonstracdo. 1) Sejat € R, tal que L <t < 1. Pela defini¢do do limite existe ng > p tal que

Assim x, < t",n > ny. Série Y,._;t" converge, logo pelo (TC) Y.~ x,, converge.
2) Seja lim /x,, = L > 1, logo existe ng > p, tal que /x,, > 1, paran > ng. Portanto x,, > 1 para
n—oo

n > nge limx, # 0. Entdo Y, x, diverge.
n—yoo

1 1
3) Considere } | e Yot m |
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3
m Exemplo 5.1 Dada série ), % Neste caso

1
— _ _ 3:_
lim /x, = hmﬂ3 = ,}1_{210\/ r}l_r}rolo(\/_) 3 <1

Portanto a série converge.

—1

= Exemplo 5.2 Dada série Y-, v/n ( 13

n
) . Neste caso

. . n 2n—1 " . i2n—1 . 1 l2—%
Jim /o = lim ﬁ(n—l—l?)) = e __,}5‘30(”")21+173_2>1'

Portanto a série diverge.

» Exemplo 5.3 Dada série },»_; 3"|x — 1|". Quando a série converge? Pelo teste de raiz obtemos

oo 2 4
Y 31 converge se3[x— 1| < 1, (ou 5 <2x < 32,
diverge se 3[x— 1| > 1,(oux < 50X > 3)-
Seja 3|x — 3| = 1, entdo temos x = % ou x = 3. Neste caso obtemos a série ) -, 1 divergente.
Resumindo

Z3n|x_1 | converge se 3 <x< 3,
diverge se x < 3,x> 3

5.2 Convergéncia absoluta e condicional

Seja Y, x, qualquer (x, ndo precisa ser positivo agora). Consideremos Y, |x,|.

Definicdo 5.2.1 1) Uma série },,_; x, chama-se absolutamente convergente se Y ,,_; |x,| con-
verge.
2) Uma série ), x, chama-se condicionalmente convergente se ), _,x, converge, mas
1 x| diverge.

m Exemplo 5.4 Seja ), | —— €O Estude convergéncia absoluta. Temos

) 1 . - cosn
Sejay, = —,assim ), yn =Y, 1 converge Portanto pelo (TC) ¥, —— converge absolu-
nz n2
tamente.
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Teorema 5.2.1 Se Y~ |x,| converge, entdo Y-, x, converge.

Demonstragdo. E obvio que
0 < |xp| 4+ xn < 2]xy].

Como Y ", 2|x,| converge, pelo (TC) ¥~ |x,| + x, converge. Note que

Xn = (|xn|+xn> =[xl

logo
an = Z [(lxn| +Xn) — |xn|] = Z (26a] +20) — Z EAR
n=1 n=1 n=1 n=1
Como Yo (|xu| +xn) € Yooy |x4| convergem, série Yo x, converge. [ ]

O estudo da convergéncia absoluta pode ser resumido como

Diverge Converge
Yo [xa| diverge Y- 1 [Xa| converge
portanto portanto
Y1 X, converge condicionalmente Y1 X, converge absolutamente
e cosn ..
m Exemplo 5.5 Dada série ) .., —————. Estude convergéncia absoluta.
P n=1_12 g
n“+3n+1
Solugcdo. Temos
cosn 1
n?+3n+1|" n?
cosn cosn
Como Y ._; — converge pelo (TC) asérie Y. | =——=—— converge também. Portanto } | ———
converge absolutamente. )

N3
» Exemplo 5.6 Dada série Y, (—1)”(’1—')'. Estude convergéncia absoluta dela.

(3n)!
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(n1)° . ()

Gn)l’ Mostremos que Y., |x,| = ( n)!

el _ (D G (ns 1) ()
) (n!)3  n—e (3n)!- (3n+1)(3n+2)(3n+3)
(1+3)°

Solucdo. Seja x, = converge. Temos

lim im
n—ee x| n—e (3(n+

1
S Gt DGt 2)Gnt3) 33*(3+ )(3+z>(3+%)zﬁ

Assim pelo teste de razdo Y, |x,| converge, portanto Y ,._; x, converge absolutamente. )

Testes da convergéncia em modulo.

Xn+1
Xn

= L, entdo as seguintes

Teorema 5.3.1 Seja ) x, tal que x, # 0 paran > p e lim

n—oo
afirmacdes sdo verdadeiras:
1) Se0 <L < 1,entdo ), x, converge absolutamente (portanto converge).
2) Se L > 1 (ou ), entdo Y, x, diverge.
3) Se L = 1, nada se conclui.

Demonstracdo. 1) Segue de Teorema 5.2.1 e teste da razdo para série com termos positivos.

. X . .
2) lim |~L| = L > 1 (ou ). Portanto > 1,n>ng, e [x,11| > |x,|, assim lim |x,| # 0
n—eo | X, " n—yoo
e lim x, # 0. Entdo Y, x,, diverge. [ |
n—soo

cos
m Exemplo 5.7 Estude a convergéncia da série )" x, com x; = 1,x,41 = Tnxn.
n
Solugdo.
.| Xpgr| . |cosn|
tit e I v
Portanto, pelo Teorema 5.3.1, ) >, x, converge absolutamente. 3-)
nn
= Exemplo 5.8 Estude a convergéncia da série ¥, | —(—1)".
n!
Solugdo.
1)(+1) ! 1)"
fim S| = gy | A D ] )—e>1.
n—oeo | X, n—oo (n —+ 1)! n" n—oo  plt n~>°°
Portanto, pelo Teorema 5.3.1, Y 7", x,, diverge. 3-)

Teorema 5.3.2 — Teste de raiz em modulo. Seja )~ | x, e lim {/|x,| = L, entdo:
n—oo

1) Se0<L<1,asérie ), ;x, converge absolutamente (portanto converge).
2) Se L > 1 (ou =), a série ) ,-_; x, diverge.
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3) Se L = 1, nada se conclui.

2n+3

= Exemplo 5.9 Seja )’ <?
n

n
) x", x € R. Quando a série converge?

Solucdo. Temos

3
n

- . 2n+3"n . 2n+3 2+
tim ¢/l =t (2552 ) o = i 252 o = i 2

n

2|x|.

Agora se 2|x| < 1 (ou seja, —% <x< %), série converge absolutamente, portanto converge.
Se 2|x| > 1 (ou seja, x < —%, x> %), série diverge.
Suponha que 2[x| = 1 (ou x = ). Temos 2 casos.

1\" /2n+3\"
a) Se x = %, obtemos a série Y, (5) ( ::5 > , logo

1\" /2n+3\" 1 on 1+3\" 1+2) e
]imxn:]im — . i = lim _._n. 25n = lim —( 25n) :—e; 7&0
n—seo n—eo \ 2 n+5 noe\2 n 142 noe (142)0 e

Portanto a série diverge. De fato

| 3., 3,
11m(1+2—) —hm(l-l-zx)

n—oo n X—yo0

1\" /2n+3\" .
b) Se x = —%, obtemos a série Y (—1)" (E) ( an_S ) . E fécil ver que limy_,co x5 =
n

3 e2 . o .
~% e limy_ oo xpp = = portando {x,} divergee Y, x, diverge. ;=)

1
= Exemplo 5.10 Seja Y7, (—1)" sen” (?) . Estude convergéncia absoluta para p > 0.
n

1

1 S
Solugdo. Y, x| = Yoo sen? <_n T 2) . Comparamos no limite com a série ), nt 2)p:

1
P
e (n—l—Z) . sen” (x)

lim ——— =lim———= = 1.
n—oo 1 x—0  xP

w2y

Portanto ), x, converge para p > 1 e diverge para p < 1. Assim ), x, converge absolutamente
para p > 1. )



